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Loi de puissance: definition
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Loi de puissance
forme habituelle
Y=1/(X%)

Philippe Picard, le 13/10/2014

Loi de puissance
forme log log
log Y =-alog X
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Loi de puissance: au ceeur de nomhreux
tlomaines théoriques et appliqueés

Theories Applications
Probabilités selon II\E/ICOIr(]Otr'nie’ Bourse
Mandelbrot: Gc'flr e Inﬁ_
e hasard bénin Te%grlap e
 hasard sauvage urbuiences
L oi de Br,wt electllro,nlque
Auto similarité et principe _ E_esea}uif télécom
d’échelle, dimension fractale puissance Inguistique
o Tremblements de terre
Y=1/(x) | |Ec.
Graphes complexes et

structure petit monde

Systemes critiques
auto-organises (SOC)

Longue traine
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Noms Domaines Période
Wilfried Pareto Distribution des revenus 1848-1923
George Kingsley Zipf |Linguistique, géographie 1902-1950
_ Dimension fractale, invariance d'échelle
Benoit Mandelbrot _ _ 1924-2010
Hasard sauvage, prix boursiers
Per Bak Criticalité auto organisée (SOC) 1948-2002

Nassib Nicholas Taleb |Cygne noir, importance des longues traines |1960-

Albert Barabasi Grands graphes de terrain 1967-
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Une loi de probabilite (qu’elle soit discrete ou continue) est
exprimable de deux manieres:
Densité de probabilite
Répartition (cumul des probabilités)
Deux grandeurs fondamentales, lorsque calculables,
caractérisent une loi de probabilité :
Espérance mathématique E=2pX, (moyenne pondérée de x)
aussi appelée moyenne notée mou |
Ecart type noté O, racine de I’écart quadratique moyen
(variance)
Une des propriétés importantes des lois de probabilité est la loi
des grands nombres: en répéetant un grand nombre de fois un
tirage d’'une variable aléatoire X, la moyenne des realisations
de X tend vers la moyenne de la loi de probabilitée
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Exemple: loi binomiale: pile ouface -

10 parties de pile ou face avec une piece non biaisee e
2710 = 1024 parties differentes o

» 1 cas ou 10 piles (probabilité 1/1024) He

* 10 cas ou 9 piles (probabilite 10/1024)

o 252 cas ou 5 piles (probabilitlé2252/1024)

Triangle de PASCAL
1 0,8
121
1331 0,6
14641
15101051
1615201561
172135352171 - N
18285670562881 0 N—
193084 12612684 369 1 1234567 891011121314151617181920
11045120212 252 21212045101 Densité Répartition
etc., etc.,etc., etc

Probabilité

0,2

o Nombre de piles pour 20 parties
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La loi normale, archétype du hasard hénin
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m*los m 20 m+ 3

Les hypotheses d’applicabilité d’une loi normale: les variables doivent étre:

1. Indépendantes: tomber trois fois sur le c6té pile a la suite ne va pas modifier la
probabilité de sortir un autre coété pile au quatrieme lancer (tendance a ne pas privilégier

les longues séries)
2. ldentiquement distribuées: les valeurs obtenues résultent toutes de la méme loi de

probabilité
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Espérance: E=ZpXx, (moyenne pondérée de x)

aussi appelée moyenne notée m ou

o ecart type

P densité de Probabilité

A

o)

E

o)

N—

(binomiale, normale, etc.)

Variable aléatoire X

Hasard bénin

Philippe Picard, le 13/10/2014

AP densité de Probabilité

\

E et o peu (ou pas) significatifs

Variable aléatoire X

Hasard sauvage
(loi de puissance)
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Lol normale et loi de puissance

En résumeé

Loi normale Loi de puissance

Valeurs extrémes  [Tres rares Frequentes
Moyenne Léegitime N'a pas de sens
Ecart type Léegitime N'a pas de sens

Equilibre Stabilité Naturel Rare et ponctuel
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Terminologie fractale

Loi d’échelle I
AUtOSIMIlarité e lpmmbiyy |
Dimension fractale ' |
Dimension de similitude l'
Distribution scalante

Invariance d’échelle (scale free)
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Fractales et invariance d'échelle

L’idee des fractales est que
certains aspects du monde A q
ont la méme structure de pres &,f'. |
et de loin, a toutes les @
échelles, et que seuls les Ny - 1
détails sans importance S
changent quand on les

agrandit pour voir les choses
de pres.

Ainsi, chaque petit bout d’'une fractale contient
la clé de la construction toute entiere
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Invariance d’échelle et LdP

_'une des caractéristique des lois de
puissance est leur invariance d’echelle:
oour un changement d'echelle de la variable

(X—CX), la fonction est seulement multipliée
par un coefficient:

si f(x)=axX
f(cx)=a(cx)k=ackxk=ckf(x)

Ainsi, toutes les lois de puissance de méme
exposant sont équivalentes a un facteur

constant prés CK.



Mesure de

nimensn]ns géomé“‘in“es 'objet réduit
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Aok

Dilatation d’un facteur 3,

+> < »"‘\_/ Longueur x 4
/ L\ \/j Dimension de similitude
q—\‘

Courbe de
Von Koch

D telle que 3P=4

log 4/log 3=1.26

Dimension non entiere intermediaire entre ligne (D=1) et surface (D=2)
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Philippe Picard, le 13/10/2014

On mesure une cOte avec
une regle de longueur A

Périmetre P= N fois A

En général on constate que
le périmetre mesuré suit une
lol de puissance en fonction

de A:
P= A(-D)

Cela traduit une structure
fractale de I'objet mesure
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A Random network B scale-free network

Ab Bb

En x, degrés [
Eny, nombre de sommets | /| |

Echelle
log log
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Un réseau scale-free (Ba) suit une distribution en loi de puissance
des degrés (Bb) et non une loi binomiale (Ab) comme les graphes aléatoires

(Aa)
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Structure fractale
ou “sans échelle”
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Beaucoup de noeuds avec peu de connexions

Peu de noeuds avec beaucoup de connexions

MNombre de noeuds sur le réseau

RB

Mombre de connexions

k
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Internet Actors Co-auth Protein Web
n 228263 302340 16401 2113 325729
m 320149 | 15038083 29552 2203 1090108
o 2.3 2.2 2.4 2.4 2.3

Beaucoup de
nceuds avec pe
de connexions

u

\'-.‘

_\\

%
\7\._

E__________________

Selon le projet Web-Mopt (ENST aodt 2005) :
» Graphes de n sommets, m arétes

» Le coefficient de puissance a est similaire pour des

graphes relatifs a des domaines tres divers

Distribution de puissance : P(k)= 1/k®

Peu de nceuds avec
beaucoup de connexions

Nombre de nceuds ayany k connections

Degré: nombre de connexions par nceud

Philippe Picard, le 13/10/2014




Grands graphes (loi normale et LdP)

R Distribution Normale . Distribution de Puissance
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Systemes critigues auto-organisés (SOC)

P

7’

de terre, eruptions solaires; fluctuations dan JEmm g s
les systemes économiques tels que les ;.

les feux de foréts, les glissements de
terrains, les épidémies, et I'évolution
biologique et méme les guerres...

Phi L _‘;;' ,;Jug.ﬂmm.
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- - - y - V &
Processus te criticité auto-organisee
g
o

Per Bak, Chao Tang, Kurt
Wiesenfeld (1987):

Les structures dissipatives
oscillent constamment au
voisinage d’'un état critique

a partir duquel se produisent
des avalanches.

Per Bak

L'amplitude des avalanches est inversement proportionnelle
a leur frequence (loi de puissance en 1/f ou f-1).

Exemples: tremblements de terre, avalanches.

Francois Roddier

CERN, le |16 novembre 201 | Page 22




Systemes critigues auto-organiseés (S0C)

Malgre leur grande diversité, ces systemes que |I'on
désigne alors par systemes critiques auto-organises
- ou SOC - manifestent des proprietés similaires,
notamment liant frequence et amplitude de
I’évenement selon une loi de puissance

Le caractere invariant d’échelle des SOC nous
ramene aux fractales et a la notion d’auto-similarité :
ce sont les mémes méecanismes qui déclenchent les
évenements de faibles amplitudes et ceux beaucoup
plus violents, lesquels ne représentent donc rien de
remarquable.

Constat empirique ou explication théorique?
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Plusieurs pistes d’explication
théorique:
Rattachement preférentiel:
Graphes (Barabasi)
Biologie (Yule)
Géographie (Simon)
Optimisation de I'information
(Mandelbrot)

Auto organisation critique (SOC)

PER BAK
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These: loi de puissance et économie

e cham

ECOLE DOCTORALE Abbé Grégoire — ED 546
EQUIPE de RECHERCHE : LIRSA EA 4603

THESE

présentee par :

Philippe HERLIN

soutenue le : 19 décembre 2012

pour obtenir le grade de : Docteur du Conservatoire National des Arts et Métiers
Discipline/ Spécialité : Sciences de gestion / DOC 07 — Expertise et Ingénierie Financiéere

o
S La remise en cause du modele classique de la finance
E par Benoit Mandelbrot et la nécessité d’intégrer les lois
% de puissance dans la compréhension des phénomenes
< économiques
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Principe de Pareto (loi du 80/20: 1906}
Pareto Chart

48, 97 100%
o

a1os?

B Frequendcy

4 = -+ 0%
- 3095
. %
A TS
0
| BEREE mmy ey waiey sy paay sy paey panaey s I

Tranche de revenu
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La finance est plus compligquee yue la physique
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Loi de puissance et economie

« Rares sont les économistes qui semblent avoir compris
gue de telles invariances [les lois de Pareto, les lois de
puissance] peuvent signifier pour le futur de notre science.
En particulier, personne ne semble avoir realisé que la
recherche, et l'interprétation, d’invariants de ce type

pourrait jeter les bases d’'une theorie entierement
nouvelle. »

Joseph Schumpeter
Cité dans la These de Philippe HERLIN

Les fluctuations d’amplitude du marché sont inversement
proportionnel a leur fréequence

Benoit Mandelbrot
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Longue traine: concept marketing important

COURBE DES MOTS CLES
Trés cher

Forte Concurrence

1 mot clé
Chadssures)

2 a3 mots clés

IChaLERERE Convarss |

Recherches plus précisas

I —
S _— —_— s O e s =

Faible Concurrenca

Faible probabilite .
R 80 % du _Chlffre
d’affaires
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Lol de Zipi et vocahulaire

Ce que Zipf découvrit (ou plutot redécouvrit car le phénomene avait deja
éte repeére bien avant) est que la fréquence F d’usage d’'un mot est
inversement proportionnelle a son rang R dans le classement.

F=C/R
oo |, 1 Analyse des mots
*++++t,+% d’ULYSSE de James
1688 ] JOyCe

(graphique log log)

188

Fréquence

18

1

1 18 1 18888 1aaaae

" Ran g
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Loi de Zipf constatée en géographie

I

I

A

Log of the Rank
= A :
OO0, O

'

5.50 6.50 7.50 8.50 9.50
Log of the Population

1
e - - —

Fioure 1
Log Size versus Log Rank of the 135 largest U. 8. Metropolitan Areas in 1991
Source: Statistical Abstract of the United States [1993].

Classement
des tailles des
villes US en
fonction de
leur taille
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Rythme et frequence: loi de puissance

‘§

Log Power (AL

oy
=

Philippe Picard, le 13/10/2014

-2 0
Log du tempo

— SyMphony
—_ uartet
— Scherzo
— S0nata
— Etude
Fugue
— S0natina
Waltz
— Prelude
— MAAZurka
— Madrigal
— Contrafacta
— Ragtime
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Sismique: Gutemhberg-Richter (1949)

MNombre de séi

magnitud N

| 000 000

100 000 _

10000 -

1000 -

en France

Loi de Gutenberg-Richter

\\ dans le monde

N, nombre de
séismes en fonction

de la magnitude m

Log(N(m>M))=a-bM
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LdP et eruptions volcaniques

100,000
o Eruptions par période
[=3] ™ s
— @ de mille ans
Pad
o o
10,000 - o -y -
8 o
" g o
=3 -
= z
S 2
1.000 T =
@ 2
W = ";
F &
= 100 ﬂ (751
2 = =
= E &
o L
e 10 E =
E = i
o -]
= 5
1 s o 30 vyeardata §
o
# & 200 year data
o * 0 1,000 year data
A 2 million year data
0.01
2 3 4 5 B 7 B
Index d'Explosivité Volcanic (IEV)
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Loi de fréquence de la
puissance des
éruptions volcaniques
dans le monde entier
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Taleh: théorie du cygne noir

juelle.on appelle cygne noir un
ent imprevisible qui a une faible
e dérouler (appelé « événenrere
eSO apites), et .qui, s'il s&
DnsSeguences d'oae portée

exceptionnelie. Taleb a, dans un
appligugcette theorie au.monde
n effet, les événements rares
Dus-évalués en termes de prix.
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