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Cette présentation est largement inspirée des cours
que j’ai dispensés pendant 20 ans sur

les Représentations et la Dynamique des Systemes Lineéaires

Dans le fichier pdf qui sera diffusé, certaines planches comportent le symbole :
Elles sont pour les curieux(-ses) et peuvent étre ignorées en premiere lecture ;
elles ne sont pas présentées aujourd’hui
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Linéarité au sens des mathématiciens [!Peutetre uneautre variable que le temps
Un Systeme est linéaire au sens des mathématiciens Equation différentielle linéaire

si LE PRINCIPE DE SUPERPOSITION LUI EST &~
APPLICABLE:
Les effets sont proportionnels aux causes (HOMO-
GENEITE)
X1(t) y1(t)
—
S > y”(t) + a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) x(t)
lﬁl&) s A yl(t) (exemple d’une équa. diff. du 2° ordre)
L’addition des causes entraine I'addition des effets
(ADDITIVITE)
yo(t)
X (1
2( ) S B
X1(t) y1(D) +yo(t)
S —
Xo(t)
Aq Xq(t A )+ A t
1 X1(t) s 1y;() 2 Yo(t)
2«2 X2(t)
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Linéarité au sens des mathématiciens” [t Peut étre une autre variable que le temps

9

Un Systeme est linéaire au sens des mathématiciens Equation différentielle linéaire

si LE PRINCIPE DE SUPERPOSITION LUI EST ~ (exemple) :
_APPLICABLE: _ y”(t) + a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) x(t)
Les effets sont proportionnels aux causes (HOMO-
GENEITE) X4 (1) v () o | ;
1 1 Si y1(t) est solution de:
— S > » ) - -
y’(t) + a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) x4 (t)
AXq(t Ayq(t
—l&) S _yl(>) et y,(t) solution de :

y”(t) +a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) x(1),

/ (ADDITIVITE)

L’addition des causes entraine I'addition des effets

yz(t) alors, y4(t) +yo(t) est solution de :

y”(t) + a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) (x1(t) + xo(1))

et Ay4(t) est solution de :

t) + yot
—y1(>) Y2t y”(t) + a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) A x4 ()

Et plus généralement :

Xo(t) g

X4 (t)
L Xp(t) >
A Xo(t) S
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’11 y;(t) + ’12 y2(t)x1 y1(t) + A 5 yo(t) est solution de :

y”(t) + a(t) y'(t) + b(t) y(t) = c(t) (A1x1 (1) + Apx (1))
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Linéarité au sens des physiciens
Un Systeme est linéaire au sens des physiciens

— Il est linéaire au sens des mathématiciens

>

Si :
Et stationnaire
X4 (t)
—
X4(t-7)
—_—
[ A X4 (t-7)
X1(t) :
>
-0 T t
2«1 Xl(t-T)

t est la variable temps

Equation différentielle

1) linéaire
2) a coefficients constants
y”(t) +ay'(t) + b y(t) = c x(t)

i(’;) (exemple d’une équa. diff. du 2¢ ordre)
y1(t-7) \!
e = emel
V1(t-2 us®
T T
T t
A1 Y1(-7) + A yo(t-7) ‘ v v
> Pl x1=P1/k Pl+P2= x1+x2

P2 = x2 = P2/k
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Linéarité au sens des physiciens

"l
t est la variable temps

Un Systeme est linéaire au sens des physiciens Equation différentielle

Sl ;

Et stationnaire

— Il est linéaire au sens des mathématiciens

1) linéaire
2) a coefficients constants (exemple) :
y”(t) +ay'(t) + b y(t) = c x(t)

Xl(t) yl(t) Si yq(t) est solution de :
— S [ y’(t) +ay’(t) + b y(t) = c x4 (1)
alors y4(t-t) est solution de:
X1 (t- {-
M, S Ll() 2 y”(t) +ay’(t) + b y(t) = ¢ x(t- )
\!
AN
A X1(t-1) 4 fog ‘ \!
X (1) i) 19 s 6O et
s
eV
(ne¥
S Et plus généralement :
k_o T >t 0 T t A yq(t-1) + A5 yo(t- 7) est solution de :
A1 X4(t-7) A1 yl(i'f) + Ao yo(t-17)
Ao Xo(t-7) > y”’(t) + ay’(t) + b y(t) = ¢ (A1x4(t- T) + AoXo(t- 1))
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Remarques

Les Equations Différentielles peuvent étre plus compliquées (méme si
I’approximation du 2¢ ordre (en y’’) est souvent assez pertinente) :

y(t) + ay yU(t) +a; y'(t) + ag y(t) = by x(t) + by X°(t) + by X(t)
Ce qui vient d’étre présenté vaut pour les Systemes continus

On traite de la méme facon les Systemes discrets ou échantillonnés :
Equation « aux differences » :

oY 8y Yi.qg + 8y Yot n F 8y Yo = Do Xy + D X g+ F Dy Xg
[Ecrite sous la forme :
Y = Uag [bg Xy +bq X1+ + by X
-y Y1 t g Yyt - 3y Yol

I’équation définit le programme d’un filtre numérique
(en Dynamique des Systemes, Filtre et Systeme sont en pratique synonymes)]
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Exemples

Oscillateur harmonique libre amorti

Le frottement (I’amort?/ssement) est visqueux ;
s’il est sec, le Systeme devient non-linéaire U R

+

y(tp

reponse apériodique
ou oscillatoire amortie Y(IMA
suivant la valeur de a N

reponse apériodique ou oscillatoire

m K
%
f=ky
a
| >
Oscillateur harmonique forcé amorti
L R
A /\NW:L
1(t) C
e(t) ‘

Refroidissement d’une tasse de café décroissance

amortie
u(t)
o(t)
99
exponentielle
de latempérature 0
(Newton) a
>
0 t
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Exemples

Oscillateur harmonique libre amorti

m K
—
f=ky
a
| >
y
Oscillateur harmonique forcé amorti
L R

+ ( :L_+

i )C u(t)
ett) €= T

Refroidissement d’une tasse de café

Page 10

my”(t) +ay'(t) +ky(t)=0
(réponse apériodique ou oscillatoire
amortie)

Le frottement (I’'amortissement) est
visqueux ; s’il est sec, le Systeme
devient non-linéaire

t
Li’(t) +Ri(t) + 1/C IO 1(t) dt + u(0) = e(t)
ou

Li”(t)+ Ri’(t) + 1/C i(t) = e’(t)

(réponse apériodique ou oscillatoire
amortie)

e’(t)=-k (6(t)-0,), k>0
(Newton)
0’(t) +ko(t) =k 0,
T = 1/k constante de temps thermique
(réponse exponentielle décroissante)
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Exemples - suite

Modele de Malthus
Evolution d’une population x (biologique ou autre)
n =taux de naissances

m = taux de mortalité des individus
=Croissance exponentiellede x sin>m

Modele keynésien en économie fermée (1936) — mécanisme des cycles
Y; : revenu annee t
C; : consommation année t Yi=C + |

l; : investissement année t
On décide p. ex. que I'investissement est proportionnel a la variation espérée du

revenu = Cycles possibles

Meéecanisme des cycles (autre modele)
utilisant le multiplicateur s = AY/AI
= Réponses possibles :
convergence vers un équilibre
croissance explosive
cycle divergent
cycle amorti

Page 11
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Exemples - suite

Modele de Malthus

Evolution d’une population x (biologique ou
autre)

n = taux de naissances

m = taux de mortalité des individus
=Croissance exponentiellede x sin>m

-

Modele keynésien en economie fermée

(1936) — mécanisme des cycles

Y; : revenu annee t

C; : consommation anneée t

l; : investissement année t
On décide p. ex. que l'investissement est
proportionnel a la variation espérée du
revenu = cycles possibles

Meéecanisme des cycles (autre modele)

utilisant le multiplicateur s = AY/AI
Réponses possibles :

Convergence vers equilibre, croissance 7

explosive, cycle divergent (s = 0,3, k =0,5),

x(k + 1) = x(k) + n x(k) = m x(k)
x(k +1) = (1 + n-m) x(k)

" Equation d’équilibre :
Fonction de consommation :
Ci=cY,avec0<c<1,ex.0,7
k coeff. marginal de capital (ex. 0,5)
Y = [(c-K)/(1-k)] Yiq
_ oscillatoire si (c-k)/(1-k) <Oouc<k<1

=K (Ve = VYio) +D

cycle amorti

Y, = kis (Yo.q = Yy.) + (b-a)/s
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Exemples - suite et fin

Le Systeme Linéaire le plus simple: y(t) = K x(t)
y(t)
t
" y(t)
Relation « statique » entrey et x = /
Caracteristique de transfert > (1) .
: . : A . X >
Si droite = Gain K (méme si K < 1) V\‘
Ex. : Amplificateur idéal : X x®
X(t) y(t) <]>
Interét : t

Les SN-L se définissent tres souvent par leur caractéristique de transfert (N-L)
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Conditions Initiales

i(t)
- E/R
~ R [E-u(0)l/R
+ + 0 t
Et i(t) Y C J_|= u(t) u(t)a E
C e
u(0) # 04—

/’ // m -0
Condensateur charge : 0 >t
u(0) =C.l.

\ 0

N

— . Oscillateur harmonique

+ J_ _ non amorti
u(t) | == 1(t) Amplitude des oscillations
Cl y L ' >

proportionnelle a u(0)

Les Systemes Linéaires sont sensibles aux Conditions Initiales !
En particulier ’'amplitude des oscillations d’un SL dépend des C.I.

Page 14
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Conditions Initiales

I(t)
. E/R
N R (=Y “E+Ri(t)+ 1/C [, i) dt +u(0) = 0

+ +
E 1(t) \ C J_l: u(t) u(t) t i'(t) + (1/RC)i(t)=0
cte
u(0)# 0 —= u(t) = E - [E-u(0)] e /RC
/ / u(0) = ;
Condensateur charge : 0 i
u(0) = C.1.
\ =0
N - Oscillateur harmonique

; Jﬁ B——— i”(t) + i(t) / (LC) = 0
u®) | T< I(t) Amplitude des oscillations ., =
e | y L  proportionnelle & u(0) i(t) = u(0) (C/L)Y2cos t/(LC)Y2

Les Systemes Linéaires sont sensibles aux Conditions Initiales !
En particulier ’'amplitude des oscillations d’un SL dépend des C.I.

Page 15
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Petites causes, grands effets y’(t) +ay’(t) + b y(t) = c x(t)
Réponses d’un Systeme Linéaire yit):/r[ (t) * tf{)x
Libre rl (1) dépend du Systéme ressemble
Forcée Uc(t) (a, b) : cf. ég. caracteéristique a x(t)

rl (t) = kq ell@b)t, Ko el2(ab)t (si racines

€q. caract. distinctes)
L’une ou 'autre peuvent étre transitoires ou permanentes, voire divergente pour la RL

La réponse libre se manifeste gq soit la source, si petite soit-elle

Un oscillateur, qui se comporte au démarrage comme un Systeme Linéaire instable
(donc avec RL divergente), demarre sur

L’application de la tension d’alimentation, aussi progressive soit-elle
Du bruit )

Petite cause = Grand effet (dans un Systeme Linéaire!)

Puis la saturation de la sortie rend le Systeme non-linéaire en limitant I'amplitude des
Page 16 oscillations
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Systemes Non-Linéaires
X L, >
Qu’est-ce qu’un Systeme Non-Linéaire ? ‘_, X(t)
C’est un Systeme qui n’est pas linéaire ! M
Définition negative donc exhaustive ! y(t;
Caractéristiques non-linéaires simples ﬁ
y(t) 4 y(t) A y(t) y #k x (+b)
> > p. ex.:
X(t) X(t) 0
y = X2
. . . — . y'=y+xy
Seuil Saturation Tout ou rien Hystéresis
(+ combinaisons...)
Varistance

R’ . j
+ + g
i(t) ) U UR(t) "R

e(t)

Page 17
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Systemes Non-Linéaires

>
Qu’est-ce qu’un Systéme Non-Linéaire ? ‘_, X(t)
C’est un Systeme qui n’est pas linéaire ! M
Définition négative donc exhaustive ! y(t;
Caracteristiques non-linéaires simples ﬁ
y(t) 4 y(t) A y(t) y #k x (+ b)
> > p. ex.:
X(t) X(t) 0
y = X2
. . . — . y'=y+xy
Seuil Saturation Tout ou rien Hystéresis
(+ combinaisons...)
Varistance
, i+ R=R(ug) =ug)i(t)
R eﬂVRL$E>&Z/ “e(t) + RLI(t) + Ug(®) = 0

+ + - oy — () —up(t)
i) ush] | ur(® 1 s 0= TR
e(t) e(t)

I(t) = Tlug(t)]

Page 18
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Systemes Non-Lineéaires - suite

Pendule pesant amorti

Modele de croissance de Solow
Formulation dite néoclassique (1956) :

=croissance equilibrée : production,
consommation, capital, population
croissent au méme taux

Modele a 2 populations de Lokta-Volterra:
préedateurs — proies (ou exploiteurs —
exploités)

N-L : nb de rencontres proportionnel au
produit des populations

2. Systemes. lies non-linéairement

0”(t) + p O’(t) + ®* sin B(t) = 0
Si petites oscillations :

sin O(t) ~ 6(t) = equa. diff.

linéaire (isochronisme)

k(t) capital par téte a l'instant t
F(k(t)) production par téte,
p. ex. F(k(t)) = [k(®)] *
s taux d‘épargne supposé constant
(ou part de la production allant a I'invest!
n taux de croissance de la population

O taux de dépréciation du capital
k’(t) = s F[k(t)] — (6 + n) k(t)

X population des proies
y population des prédateurs

X =+ax-bxy
y =-cy+dxy
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Systemes Non-Linéaires — suite et fin (provisoire)

SN-L a dynamique plus riche que les SL — possibilités de :
Existence de plusieurs états d’équilibre

Cycles limites (attracteurs), oscillations d’amplitude indépendante des

conditions initiales — ou « trajectoires » périodiques vers lesquelles I’évolution du
Systeme converge spontanément depuis un domaine (éventuellement vaste) de C.I.

Bifurcations, changements qualitatifs de comportement — changements dans
I’évolution : nombre de points d’équilibre, passage de stable a instable ou I'inverse,
ou apparition de nouvelles solutions, lorsqu’un ou plusieurs paramétres varient

Page 20
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Systemes Non-Linéaires — suite et fin {provisoire) de degrés de liberté

Page 21

y(t) 2

Ex. de bifurcation :

Systeme linearisé
(petits déplacements)

1&F-

9

[*] notamment si nb

(dimension du
vecteur d’état, ou

SN-L a dynamique plus riche [*] que les SL — possibilités de :| ordre du Systeme)
Existence de plusieurs états d’équilibre

23

Cycles limites (attracteurs), oscillations d’amplitude indépendante des
conditions initiales — ou « trajectoires » périodiques vers lesquelles I’évolution du
Systeme converge spontanément depuis un domaine (éventuellement vaste) de C.I.

Bifurcations, changements qualitatifs de comportement — changements dans
I’évolution : nombre de points d’équilibre, passage de stable a instable ou I'inverse,

ou apparition de nouvelles solutions, lorsqu’un ou plusieurs parameétres varient
y'(t) =-y(t) + y*(t)

Systeme non-linéaire

stabilite locale pour C.l. <1



c Limitation de la vitesse de
balayage (slew rate) des

Citron de WEGEL amplificateurs

Passage a la Mécanique
des milieux continus (non-

linéaire)
Amplitude de I'entrée s
(ou excitation, A 0 t
ou stimulus) Saturation Réponses a des excitations
X(t) XM l‘l% progressivement croissantes
En dB
XM = Xm (dB)
définit la dynamique
de I’entrée
Xm _
Seull
>
0 f

Lubrification dynamique
(dither effect)

Elimine I'effet de

certains frottements statiques

Page 22
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Citron de WEGEL - Rectangle de WEGEL

Amplitude de I’entrée
(ou excitation,
ou stimulus)

X(t) XM
En dB
XM — Xm (dB)
définit la dynamique
de I’'entrée
Xm

Saturation

Equations linéaires

valables

Seull

Equations linéaires
non valables

Page 23
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Opérabilite des Systemes Lineaires
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Opérabilite des Systemes Lineaires

Bénéficient, / \ Pour I’'analyse des Systemes Linéaires
de tout I’arsenal de :
L’Analyse cad
Calcul differentiel et integral la détermination de leur comportement
Fonctions de variable complexe
Transformations (LAPLACE, FOURIER) cad encore:

Equations d’état
- la détermination de leurs réeponses

L’Algébre a une excitation quelconque
o (analyse temporelle,
Calcul opérationnel analyse harmonique - ou fréquentielle)
Notation complexe
Algebre matricielle - ’étude de leur stabilité,

La Géométrie
Représentations graphiques

Plus les méthodes statistiques et les méthodes d’optimisation

Page 25
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‘ \ Analyse
Algebre

, el . ., . : Géomeétrie
Opérabilité des Systemes Linéaires - suite

Et aussi :
Equations M

éthodes statistiques
/ differentielles Nﬁmismion

Reduction aun Etude du régime forcé Etude du régime libre
systeme d’equa. diff. sinusoidal et du régime forcé
du ler ordre Analyse harmonique Amalyse temporelle
Equations d’état 7
Séries de FOURIER Notation complexe Calcul opérationnel
Généralisation aux d/dt -> jo d/dt -> p (presque®)
signaux Transformation de Transformation de
périodigues FOURIER LAPLACE (en p)
y : //‘\\\g
Reﬂ;‘:’i?;ﬁtéon Fonction de Fonction de
transfert en |
Méthodes d’état J . transfe‘iien P

Etude du régime force

Etude du régime libye || SX\emas
Extension auX sinusoidal — Analyse transitoire || fonctxanels
Systémes (et du regime libre) (et du régime forcé) Graphes
multi- _____Analyse spectrale fluence
dimensionnels ey Représentations de /
> il - <« BODE, NYQUIST,
* aux conditions initiales prés Instabilité BLACK
Page 26
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Opérabilite des Systemes Lineaires — Suite et fin

Equations aux differences
(relations entre suites de
nombres

—

Réduction a un
systéme d’équa. aux
diff. du ler ordre
Equations d’état

9

Analyse
Algebre
Géomeéetrie

Transformation de
FOURIER (en j@)

nombres

~

Représentation
matricielle
Méthodes d’état

Théorie fréquentielle
de I’échantillonnage

(Shannon)

Fonction de .
transfert e

\

Extension aux
Systemes
multi-
dimensionnels

Page 27

Transformation en w

W= (Z=

Transformation en z
des suites de nombres

des suites def ,-1 _ o-j o't [E calcul opérationnel

O

—————

Et aussi :
Méthodes statistiques

ptimisation

Etude du régime libr
et du régime forcé
Analyse temporelle

e

‘ Transformation de

LAPLACE (en p)

-Tp = -1
en z |

des suites de
nombres

N

‘ Etude du régime
— Analyse transi

libre Schémas
toire fonctionnels

Analyse
harmonique

N

(et du régime forcé) | Graphesde
fluence
—
Stabilite - Représentations de
Instabilité > BODE, BLACK
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Opérabilite des Systemes Non-Linéaires

Linéarisation par balayage (lubrification dynamique)
. Onrend le Systeme lineaire

e y(t) 4
S
Linéarisation autour d’un point de fonctionnement

On considere le Systeme linéaire localement

\q Pas de théorie des SN-L, mais des théories ou plutdt des pratiques
\“

X(t)

Linéarisation harmonique
On fait comme si le Systeme était linéaire
= Méthode du « premier harmonique » (en fait, du « fondamental »)

(1) v
%/X/—» SN-L [

fréquence pure f, B

= Justifiee par le filtrage HF réalisé naturellement par les Systemes
= Bénéficie de tout I’arsenal des méthodes harmoniques

..............................

miais non sinusoidale (fy, 2 fy, 3 fy, 4fj...)

e retient que le fondamental

Plan de phase (méthode pas limitée aux SN-L) .../...

page 28 Frontieres des SL : Freins ET Stimulateurs !
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Opérabilite des Systemes Non-Linéaires (suite)

...l... Méthode du plan de phase = Représentation, dans le plan, de
I’évolution de 2 variables (« variables d’ état »), en fonction l'une de
I’autre, p. ex. position et vitesse = « trajectoires de phase »

Oscillateur harmonique libre non amorti (SL)

Trajectoires de phase = cercles

,A 0! > O
%\0 7 rayon du cercle
5 fonction des conditions
i \‘\549 Initiales (SL)
| >0 . : : :
0(t) o'\ Oscillateur harmonique libre amorti (SL)
Trajectoires de phase = spirales
O(t) = position 0’A
angulaire — dimension de la spirale
0’(t) = vitesse \* fonction des conditions
angulaire initi 1.
N R Initiales C.I. (SL)
linéaire si O faible Qy 0

un seul point d’équilibre (SL)

Page 29
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Opérabilité des Systemes Non-Linéaires (suite et fin)

...l... Méthode du plan de phase (suite)

Yan Der Pol Oscillator
LT

Oscillateur de Van der Pol (SN-L)

(cycle limite = oscillations « de relaxation ») , %ﬂ \ L
le méme qq soit la C.I. (# SL) h \ k//

Plusieurs points d’équilibre possibles pour un SN-L (# SL)
- -—-~_ pendule pesant atige rigide

e RN _ D 0’ Trajectoires de phase
\ [ . Ve -
’ . 2 points d’equilibre : . du pendule non-linéaire
“ 0=0 (stable) et T e N e B e i e N <
_ _ R I W N T e ST
; 0=180° (instable) NN N/ %
/ \' L /T F 7\ \\T\" — ’] ,,7 /’v‘ .V\‘——.'-') / ‘..\
I / \‘b-_::-’// / : .«—/ ’ N N, \\
/ __.._..f}__\-:_-__ﬂ,,.{v____;_\_;“‘_ o —\--.\S‘f//— 0
% TN N TN
Foint Paoint
d'equilibre d'ecuilibre

Page 30 stable Instaple
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9

Opérabilité des Systemes Non-Linéaires (suite et fin)

I Etat d’ordre 2 :
(v=y”, v=y’, u=y)

2 variables d’état

uetv e 2eéqua.
diff. du 1°" ordre

Si ordre 3 (ou +) :

espace (ou hyper-

espace) d’état ou
de phase
=projection sur
des plans

...l... Plan de phase (méthode pas limitée aux SN-L) T

Page 31

0”()+0()=0

Oscillateur harmonique libre non amorti (SL) u=0
Trajectoires de phase v =60’
= cercles > v+u=0
Oscillateur harmonique libre amorti (SL) v=04% 0> 0
Trajectoires de phase 0 A / "W
= spirales \ﬂ /%
P > 0 >
L \&/ iz
0°>0
Oscillateur de Van der Pol (SN-L a caract. quadratique) 0N

Yan Der Pul Oscillator
4 :_

ranil

rayon du cercle fonction
des conditions initiales

_ attractedr en forme de cycle Ilmlte ,' | -' |
(cycle Jimite =.oscillations.«.de relaxation »).84 SOIt la.Cud.


//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6f/Van_der_pol_triode.svg
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Systemes Non-Linéaires : Caractéristiques

Plusieurs points d’équilibre Plan de phase
pendule pesant atige rigide
L~ " " T~_ 2points d’équilibre : o SIS o

’ \ N N N

/ \ 0=0 (stable) NN W/
/ \ . // \\\“\:\:;::/ f‘// \"\ b 7 \\__'}—— / -.«\\
! \I 0 =180° (instable) oLl

F‘Di‘l.ﬁt
d'équilibre d'écuilibre

stable Instable

Points singuliers (notion valable aussi pour les SL)

= points ou toutes les dérivées y’, y”, ... sont nulles
Points par lesquels passent plusieurs trajectoires de phase

Ha H2 =
. =
Ha S % /
Noeud stable Noeud instable Col Foye?zstable Foyer instable
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Systemes Non-Linéaires . Caractéristiques - suite

Attracteur (ou ensemble limite)

Ensemble de I’espace des phases vers lequel toutes les trajectoires environnantes
convergent — ou vers lequel un systeme évolue de fagcon irréversible en I'absence de

perturbations

Point fixe eX. : point d’arrét du pendule pesant amorti
Cycle limite ex. : oscillateur de Van der Pol
Tore (beignet troué) ex. : mouvement de I’ceil (saccades naturelles)

combinant des oscillations indépendantes

Attracteur étrange (chaos) ex. : couplage atmosphere-océan (Lorenz)
Forme d’attracteur lié a une dynamique apparemment désordonnée et pourtant
déterministe (suppose que le Systeme ait au moins deux fréquences
d’oscillations indépendantes) — caractéristique des Systemes chaotiques

dénomination de David Ruelle et Floris Takens (1971)

Bassin d’attraction : ensemble des Conditions Initiales pour lesquelles les
trajectoires associees convergent toujours vers le méme attracteur
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Systemes Non-Linéaires : Caractéristiques — suite et fin

Bifurcations : changements qualitatifs de comportement — changements dans
I’évolution : nombre de points d’équilibre, passage de stable a instable ou I'inverse,
ou apparition de nouvelles solutions, lorsqu’un ou plusieurs parameétres varient

Equation de Van der Pol
=pour une certaine valeur d’'un parameétre,
passage de stable a instable

Pendule pesant inversé ®

dans le champ de pesanteur W

peut étre le siege de
bifurcations

®

Bifurcation topologique ou catastrophe : perte ou changement de stabilité
structurelle qui affecte non pas une solution particuliére mais I'ensemble de toutes
les trajectoires du systeme
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Systemes Non-Linéaires : Caractéristiques — suite et fin

Bifurcations : changements qualitatifs de comportement — changements dans
I’évolution : nombre de points d’équilibre, passage de stable a instable ou I'inverse,
ou apparition de nouvelles solutions, lorsqu’un ou plusieurs parameétres varient

Equation de Van_ der Pol ‘ y'(t) - € 0g [1 - y2(t)] y'(t) + C002 y(t) =0
=pour une certaine valeur d’'un parametre, g; ®, = 1, et posant y et x = y’(t)

passage d’un foyer stable a un foyer instable ., me variables d’état :

X'(t) - € [1 = y2(t)] x(t) + y(t), y'(t) = x(t)
en &= 0 bifurcation « de Hopf
supercritiqgue » [*]

Pendule pesant inversé ® mI2 6”(t) = mgl sin 8(t) - k 8(t) - AO’(t)

dans le champ de pesanteur ‘(\/\/\/\/\F‘J\/\/\/V\J'Si A=0etsin®=0-033!:

peut etre le siege de =Equation de Duffing
bifurcations y” (t) + o y(t) + x3(t) = 0

® Bifurcation si a passe de 0 a 0+

Bifurcation topologique ou catastrophe : perte ou changement de stabilité
structurelle qui affecte non pas une solution particuliére mais I'ensemble de toutes
les trajectoires du systeme

Page 35 [*] autres types de bifurcations : bifurcation nceud-col, bifurcation fourche
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Systemes chaotiques

Chaos : Comportement imprévisible et apparemment aléatoire, trés dépendant des
Conditions Initiales, d'un systeme dynamique défini par des equations déterministes

Systeme chaotique : systeme déterministe mais dont la sortie semble aléatoire et
gui est tres sensible aux conditions initiales

Dépendance sensitive aux conditions initiales (David RUELLE, Hasard et Chaos)
A la fois determinisme et imprédictibilité
Page 36
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Systemes chaotiques - suite

Résumé SN-L :

SN-L moins dependants des conditions initiales que les SL :
attracteurs (points, cycles limites...) indépendants des C.I.

en effet, pour une région donnée (bassin d’attraction), le systeme évolue vers une
solution unique

une fois le systeme sur son attracteur, il y reste confiné

Il peut y avoir des instabilités locales autour de plusieurs points singuliers, mais la
trajectoire reste bornée (confinée dans une courbe fermée) s’il n’y a pas de
bifurcation

s’il y a bifurcation, la sortie du Systéme est sensible aux Conditions Initiales :

y'(t) = - y(t) + y4(t) : fonction logistique

Du fait de I’aspect aléatoire malgré la nature deterministe du
Systeme, il peut étre difficile de prevoir son comportement ;
mais il peut ne pas étre chaotique pour autant

Avant de devenir chaotique, un Systeme présente des
changements brutaux et multiples de comportements

T [ R BT - t (bifurcations) liés a la modification d’un parametre
stabiliteé locale pour C.l. <1

1 1 1
3 35 4 4

I
1
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Systemes chaotiques - suite

RLC avec résistance négative
Fo iz(t) R

248

|'état x

0.5

-1

2 25
—505 04 03 02 -01 a 0.1 02 03 04 05

1

25 , ‘ ‘ ‘ ‘ , 2r
- 15F

1k
05

oF

-8

2

= )| TCo v | =1 flvn)

p———

[\u\

[a}

I L I I I I I I I
100 200 300 400 500 60O 700 800 900 1000
temps

AN —s—u
R4 -
R=2Z kOhm R
RI
] R=220 Ii

Ophmp R Opdmp R

AMP1 RE AMP2 R3

VEE=-9V R=33kOhm | VEE=DV R=2.2 kOhm

cC=9 v vec=oV

Difficulté de prédiction de
la trajectoire (I’évolution) a
un instant t : imprévisibilité
fondamentale des
Systemes chaotiques

Au lieu d’étre dissipatif (effet Joule), le systeme est entretenu par un apport d’énergie

via la résistance négative (circuit actif a base d’amplis opés)

De par la non linéarité active, tout se passe comme si le systeme, revenant vers un
état stable, recevait une quantité d’énergie avant d’étre de nouveau dissipatif (¢tats
successifs d’expansion puis de rétraction)

Lev Landau cherchait a expliquer ce type de comportement par une superposition de
« modes » (oscillations périodiques), David Ruelle a introduit la notion de chaos (article
« On the nature of turbulence », écrit avec Floris Takens)
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Systemes chaotiques - suite

Pendule forcé et aimant (ou solénoide)

Attracteur etrange du pendule farce

ten % .-._'
$ . T :ﬁ hl!l
L 7N L
= g R
= & ::_E:'EE? _._d'_.':ll
Angle par ¢ = "
solén .-il;|'\-|:.-.-':|'||'~.1.' rappl:lrt d |a _ ! . TE[T'IFIS
N coumant pénodigue WE r't“: alE

L’énergie d’origine magnétique apportée est non-linéaire (force d’attraction en 1/d2)

D’une oscillation a une autre, le pendule n'effectue jamais deux fois le méme trajet

Si I’'on modifie tres légerement une condition initiale (position ou vitesse angulaire

initiale ou position de I’aimant), la nouvelle trajectoire differe totalement de la

précédente :

= auninstant donné, les deux pendules ont des positions différentes

= adeux instants différents pour lesquels les deux pendules ont la méme position,
Il est impossible de prédire la position future dans la deuxieme expérience en
connaissant I’évolution de la premiere
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Systemes chaotiques - suite

Méme si deux conditions initiales sont voisines, la distance séparant les deux
trajectoires dans I'espace des phases évolue tres différemment d’une trajectoire a une
autre et tres « rapidement » les trajectoires se trouvent décorrelées

Dans un systeme chaotique, la modification des parametres de controle permet de
modifier la trajectoire pour évoluer d’un attracteur a un autre attracteur

La trajectoire reste déterminée par le comportement non linéaire du systeme
mais est commandeée par la modification d’un (de) paramétre(s) de controle du systéeme :

route vers le chaos
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\W Bifurcation triviale : soitx2-a=0:;

Systemes chaotiques - suite sia>0,x=+Va;sia<0,x estimaginaire
= a = 0 est une bifurcation

Retour sur les bifurcations [*] exemple type de complexité de
comportement lié a une non-linéarité
Suite logistique X4 = W X, (1 =X, ) [*] (Aoyiomng = celui qui calcule)

Quand on calcule bétement, a la main, ou avec une HP 11C (si, si, ¢ca existe encore),
ou avec Excel, les termes un a un, X étant arbitrairement choisi entre O et 1 :

"= ex.pourpu=238,x5=05:%x7=0,7;x%x,=0,588; x5 =0,5:x4=0,7
= ontrouve que X, tend vers une limite fonction de p, tant que p ne dépasse pas 3
= au-dela, x,, tend vers 2 limites elles aussi fonctions de p - et ¢a n’est pas fini...

A X
Limite 8’573 - X
dex, >'' I : :
"o6|l , x* Dbifurcation
05 % X 0.9 —

0,8 0,4— X 0,3 ..lJJI_BI’zlllll
07 pu= 2;8 0,3 — 0.7 ;l\ .\ n
06 0,2 |- 0,6 T ¥ H
: : [
0,5 0’1_|||I||||>DS .........
04 =H=0=01 O I 0,4
03 =05 212 215 218 3 312 u 03 o === x0 =01
0,2 D.Z/
0,1 0,1 M
0 0

o 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 11 12 3123456780101 AALMS6APEIZIILPETIEREL
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Systemes chaotiques - suite

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

n=2,2

—-m—-x0=0,1

—k—x0=0,4
\ / ——x0=0,5

—8—x0=0,9

08

07

05 1

05

04

;

03

02

01

L e e e

0123456789101A34567RI0D2203FNFFEEEBETEEENR UUILANAUNGEEEDEDEHEEE0
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Systemes chaotiques - suite

Limite
de x,

0:1 T | 22 limites si 3,449.. < u < 3,54
0 ' > 21 limites si 3 < p < 3,449..
222528332 1) 20I'm'te Siy <3
3.55 imi iy
2 L= 3,55 .
D.g T W W W W W W N W . W W W . . T-T-T-T-T-T.-T-T-T-T--T-Tl T m . T.T-_ |

- 8 = 23 limites

i nininini e R
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Systémes chaotiques - suite

2 Route vers le chaos

Suite Logistique

Iﬂ+1

Page 44

iz, (1=,

limite de la population X

T

L. o L Sl
Xy 'S - LY
i YRR
=t Ly 7y e it
oF; % i 3, L
.y "f .. . e L 4
. ¢ : B
o idR

taux de croissance !.l—l 3
= 2 Z

bifurcations’—m g . Rk

B3t NG S

Chaos —mGg: & it

ap b S B

> S Q s

o AT

i VR

N

ol ¥ 1 = B L -l L h
24 2.6 2.8 3

34 3.8 3.3 L ¢

Point fixe attractif

Attracteur
(orbite périodique)

PatSys

Route vers le chaos
la plus courante :
succession de
bifurcations
fourches (séquence
de Feigenbaum)

Attracteur de Feigenbaum fractal
(non étrange)
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Systemes chaotiques - suite

Page 45

Calculs élémentaires 1.0

La limite de |la suite |

Xn+1 = B Xy (1 = Xn) N S S e — 4 .
est L=(u-1)p | e -
H 06 =" § AN

2,4 0,5833..33.. < | | "

2,5 0,6

0.4 L 4

2,8 0,642857... I
= _ 0.2 —

(valable si pu < 3) =3 ]

En p=3laconvergence MK =3,97 § § |

est trés lente 0.0 N  — — 1 |

Au-dela, p.ex. p = 3,2, le calcul 24 26 28 30 32 34
élement par élément conduit a

2 limites : H

Point fixe attractif Attracteur Chaos

0,513044509 et 0,799455491
Moins élémentaire :

Entre p =1+ V6 (3,45..) et p = 3,54 la limite oscille entre 4 valeurs, au-dela entre 8 valeurs,

puis 16, 32... ; le chaos s’installe a partir de u = 3,97,
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Systemes chaotiques - suite

Logistique - suite
Aftractng orbil of order 8
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Systemes chaotiques - suite

N .. : First Second wth

O Logistique - fin Bifurcaion | | Bifurcation | | Bifurcation
Cpportumety
Fapow

H
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Systemes chaotiques - suite

La méetaphore du papillon : « petites causes, grands effets » ?

Conférence de Lorenz (1972) a I'American Association for the Advancement of
Science « Predictability: Does the Flap of a Butterfly's Wings in Brazil Set off a
Tornado in Texas? »

Le battement d’ailes du papillon ne provoque pas la tornade [*] mais induit sur le
Systeme une difference de comportement dont I’effet est la tornade

Battement d’ailes 2 Tornade
\> Pas de tornade

=Le battement d’ailes du papillon peut aussi empécher la tornade !

[*] ce qui pourrait étre vrai dans un Systeme Linéaire, cf. démarrage d’un oscillateur
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Systemes chaotiques — suite et fin

Pour les math-addicts séveres et les esthéetes (ce qui n’est pas incompatible),
ce site du CNRS : images.math.cnrs.fr/Sculptures-du-chaos.html

« La beauté sauvera le monde. »
Fédor Dostoievski, L’ldiot

Chaos economique :
Van der Pol + boucle de
rétroaction

ou taper :
bifurcation Van der Pol

et cliguer sur « images »
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Systemes §ystemes

Linéaires & PEEE.
Lineaires
Analyse
(Equa. diff.

t Transformées)
Algebre
Géométrie
Analyse harmonique
Analyse transitoire
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Bibliographie succincte sur le non-linéaire

0 Méthodes d’étude des systémes asservis non-linéaires — S i

DES SYSTEMES AssErvis

J.-C. GILLE, P. DECAULNE, M. PELEGRIN, Dunod L NON LiNEAmES

0 Etude des systemes non-linéaires — Cours Master 2 : Commande robuste et
systemes non-linéaires — Fredéric LAUNAY

www.lias-lab.fr/perso/fredericlaunay/Cours/RCA/Cours_Master.pdf

0 Wikipedia : Systeme dynamique - Théorie du chaos — Suite logistique

Il n’y a pas que des math. dans ces références (il y a des explications
et des interprétations en bon francais),

mais il faut quand méme ST aimer un peu les math...

Page 51 This document is the property of PATSYS. It shall not be communicated to third parties without prior written agreement. Its content shall not be disclosed.
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Merci de votre attention.
A vous...

0 Encore quelques morceaux de citron ?

Page 52 This document is the property of PATSYS. It shall not be communicated to third parties without prior written agreement. Its content shall not be disclosed.
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Chaos économique : Van der Pol + boucle de rétroaction
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Chaos économique : Van der Pol + boucle de rétroaction
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http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chaos_fract/Attracteurs/Attracteurs.html#chaoscope

Attracteur etrange de Henon (1976) (orbites stellaires)
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http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chaos_fract/Attracteurs/Attracteurs.html#chaoscope
http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chaos_fract/Attracteurs/Attracteurs.html#chaoscope
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O Bifurcations du modeéele de Lorenz

T
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R
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o
7
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0 Bifurcations du « probléeme de Syracuse »
En noir la frontiere des bassms d attraction, en rouge Ies attracteurs

ol x.. 8 : ) J
ﬁ& ’-Luk.u AN g

I 1] 1 ] 1
0.98 1 1.02 1.0% 1.06 1.08 1.1 1.12
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0 Fonction Logistique : Valeurs des limites en fonction de @

Bifurcation en

Bifurcation en

PatSys

Bifurcation en

3 1+rac(6) = 3,445948574 3,.54......

L 2,2 2.4 2,9 2.8 3 3.2 3.4 3.9 3,99
limite(s) 0,5454545.. 0,5833..33.. 0,6 0,6428571 0,666..66.. 0,5130445 0,4519633 0,8749973 0,8873709
(6/11) (7/112) (2/3) 0,7994555 0,8421544 0,8269407 0,8816843
0,5008842 0.8278051
0,3828197 0.8126557
0,5404748
0,5060305
0,3703256
0,3548004

Nb limites 20 7 22 72
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0« Notre second exemple sera fort analogue au premier et nous I'’emprunterons a la météorologie.
Pourquoi les météorologistes ont-ils tant de peine a prédire le temps avec quelque certitude ?
Pourquoi les chutes de pluie, les tempétes elles-mémes nous semblent-elles arriver au hasard, de
sorte que bien des gens trouvent tout naturel de prier pour avoir la pluie ou le beau temps, alors
qu’ils jugeraient ridicule de demander une éclipse par une priere ? Nous voyons que les grandes
perturbations se produisent généralement dans les régions ou I'atmosphere est en équilibre
instable. Les météorologistes voient bien que cet équilibre est instable, qu’un cyclone va naitre
guelgue part ; mais ou, ils sont hors d’état de le dire ; un dixieme de degré en plus ou en moins en
un point quelconque, le cyclone éclate ici et non pas |4, et il étend ses ravages sur des contrées
qu’il aurait épargnées. Si on avait connu ce dixieme de degré, on aurait pu le savoir d’avance,
mais les observations n’étaient ni assez serrées, ni assez précises, et c’est pour cela que tout
semble di a I'intervention du hasard. Ici encore nous retrouvons le méme contraste entre une
cause minime, inappréciable pour I’observateur, et des effets considérables, qui sont quelquefois
d’épouvantables désastres. »

Henri Poincaré, Science et Méthode, Flammarion, 1908.
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